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X. osztaly — I. fordul6

1. feladat (10 pont). Adott az n > 2 természetes szam. Hatarozd meg az f: [0,00) — R fliggvényt
ugy, hogy teljesiiljenek a kdvetkezs feltételek:

f()y=1 eés
f(Yxy) > Va3 . f({/y), barmelyz,y > 0.

(Zdkdny Monika, Nagybdinya)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Mivel a h : [0,00) — [0,00), h(x) = /z fiiggvény bijektiv, ezért barmely u € [0, 00) szam egyértel-
mten felirhaté u = {/x alakba, tehat a feladat feltétele a kovetkezs formaba irhato:

f()y=1 & f(u-v)>u . fv), Yu,v€0,00). (1 pont)
Ha u = z és v = 1, akkor azt kapjuk, hogy f(x) > 2% barmely z € [0, c0) esetén. (2 pont)
Legyen most u = < és v =z -y,x > 0,y > 0. Ekkor azt kapjuk, hogy f(y) > —tz - f(2 - y), ahonnan
kovetkezik, hogy f(z -y) < 22923 . f(y), barmely x > 0 és y > 0 esetén. (2 pont)
Ha y = 1 azt kapjuk, hogy f(z) < 22923 barmely x > 0 esetén. Tehat f(x) = 2%*, ha x > 0,
valamint f(z) = a, ha x =0, ahol a > 0. (1 pont)

Ha z > 0 és y =0, akkor f(/z-y) = f(0) = a. Innen a feltétel alapjan kapjuk, hogy
a > Va0 . f( o) = Va3 . g

barmely z > 0, ami csak az a = 0 esetén teljesiilhet. (1 pont)
Tehét f(z) = 22°% barmely x € [0, 00) esetén. (1 pont)
Az igy kapott f: [0,00) — R, f(x) = 2%°?3 fiiggvény teljesiti a feladat feltételeit. (1 pont)

|

2. feladat (10 pont). Oldd meg az

23+ 32% 4+ 62 —8= (322 + 2+ 2)Vr + 2

egyenletet a valés szamok halmazan! (Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Az egyenlet értelmezési tartoméanya [—2, 00). (1 pont)

Az adott egyenletrendszert rendezziik x és x + 2 szerint.

® 4+ 37(z +2) -8 =32"Vo + 2+ (v + 2)Vr + 2
— 2° - 322 +2+32(r+2) - (z+2)Vr +2=8. (3 pont)
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Az egyenlet baloldalan kialakult egy teljes kob:

(x —Vr+2)=38 (1 pont)
= v—Vr+2=2
= r-2=Vzr+2 (1 pont)

Ha z > —2, akkor v/x + 2 értelmezett és vx + 2 > 0. Kovetkezik, hogy x — 2 > 0 vagyis z > 2.

(1 pont)
Az egyenlet megoldésait a [2, 00) intervallumon keressiik. Az egyenletet négyzetre emelve és rendezve
az 2 — 5z 4+ 2 = 0 egyenletet kapjuk, melynek megoldésai z; = 5_;/ﬁ és Ty = %ﬁ (1 pont)
Ezek koziil a megfelel6 megoldas az z = %ﬁ (1 pont)

Megjegyzés. Jelolije /x +2 = t,t > 0. Ekkor z = t2 — 2 helyettesitéssel az eredeti egyenlet
10 — 3¢5 — 3t + 113 + 6t2 — 12t — 16 = 0 alakban frhat6. Az egyenletet felbontva:

10— 3> — 3t + 11¢° + 61> — 12t — 8 = 8 >
(P —t—2P =8¢=t?—1t-2=2<=1t>—t—-4=0.
Megoldva a kapott masodfokt egyenletet, t = %ﬁ > 0, ahonnan az x = %ﬁ
[ |

3. feladat (10 pont). Adottak az z1,xs, ..., x, € [n,n+ 1] valés szamok, ahol n € N, n > 2. Igazold,
hogy

2n <log, [(2n+1)z—n(n+1)]+log,,[(2n+1)zs—n(n+1)]+...4+log, [(2n+1)z;—n(n+1)] < 2nlog,(n+1).
(Longdver Lajos, Nagybdinya)
Megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Elgszor lassuk be, hogy ha x € [a, b], akkor
(a+b)x —ab > 2* (1)

Valoban, ha z € [a,b], akkor z —a < 0 és z — b > 0, mely egyenlStlenségeket Gsszeszorozva, azt
kapjuk, hogy 2 — (a + b)x + ab < 0, ahonnan kovetkezik az egyenlGtlenség. (2 pont)
Tovabbé, legyen a = n, b =n + 1 és az x helyére rendre x1, x9, ..., T,-et irva azt kapjuk, hogy:

log,, [(2n + 1)y —n(n+1)] > logzl(@)? = 2log,, ©2,
log,.[(2n + 1)xs — n(n + 1)] > log,, (1'3)2 = 2log,, s,

log, [(2n+ 1)1 —n(n + 1)] > log, (21)? = 2log, 1,

mert a logaritmusok alapjai nagyobbak mint 1.
Bevezetjik az x,.1 = x; jelolést. Osszeadva a kapott egyenlStlenségeket, azt kapjuk, hogy

Z log,.[(2n + )zipy —n(n+1)] > 2- Z log,, Tit1. (1 pont)

i=1 i=1
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Alkalmazva a szamtani és mértani kdzéparanyosok kozti egyenl6tlenséget a log,, x9,log,, 3, ...,log, 1
pozitiv szamokra azt kapjuk, hogy:

2 - Zlogmi Tiy1 > 2n - V(logx1 r3) - (log,, v3) - ... - (log, x1) = 2n.
i=1

Ezzel az els6 egyenl6tlenséget igazoltuk. (2 pont)

Mivel n < x;, 11 < n+ 1, azt kapjuk, hogy
log, [(2n + 1)zip1 — n(n +1)] <log,[(2n 4 1)z — n(n + 1)] (2)
<log,[2n+1)(n+ 1) —n(n+ 1) (3)

= log,(n +1)? = 2log,(n + 1),
minden x;, x;11 € [n,n + 1] esetén. (2 pont)
Az igy kapott egyenlStlenségeket Osszeadva kapjuk, hogy
Z log, [(2n + 1)z — n(n + 1)] < 2nlog,(n +1). (1 pont)
i=1
Az egyenléség csak akkor teljesiilne, ha
log,.[(2n + 1)zip1 —n(n+1)] = 2log,(n+1), Vi=12,...,n.

Ez pontosan akkor all fenn, ha a , illetve a egyenlStlenségekben egyenlGség van, vagyis x; = n,
illetve x;.1 = n+ 1. Ha ¢« = 1, akkor kovetkezik, hogy x1 = n, 9 = n + 1, ha pedig ¢« = 2, akkor
x9 =n és x3 =n+ 1. Tehat x5 egyidében n és n 4 1 is kellene, hogy legyen, ami lehetetlen. Tehat
az egyenlGtlenség szigora. (1 pont)

|
4. feladat (10 pont). Adott a z € C, |z| = 1 komplex szam.
a) Igazold, hogy |1 + z| + |1 + 22| + |1 + 23] > 2.

b) Igazold, hogy 2 (|1 + z| + [1+ 2%|) + |1 + 2°| > 2+ V2.
(Bencze Mihdly, Brassd)

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a) Legyen

2=[1+2+1—z| < |[1+z|+[1—z2| = [1+2|+|1+2° = (2+2°)] < |1+2|+[14+2°|+ 2] |1+ 2

(2 pont)
Mivel a |z| = 1, ezért
T+ 2|+ |1+ 22+ 2] - |1+ 22 = |1+ 2]+ |1+ 2%+ 1+ 27
Tehat |14 z| + |1+ 2% + |1 + 2°| > 2. (1 pont)
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b) Az a) alpont eredményét felhasznalva azt kell igazolni, hogy
11+ 2|+ |1+ 22| > V2. (1 pont)

Mivel |z| = 1 kovetkezik, hogy z = cosa + i - sina, ahol a € [0,27). A modulusok Gsszege
felirhat6 a kovetkezd alakban:

1+ 2]+ 1+ 2% =]l +cosa+i-sinal+ |1+ cos2a + i - sin 2a]

- \/(1 + cosa)? +sin® o + \/(1 + cos 2a)? + sin? 2«

=2+ 2cosa+ V2 + 2cos 2 (1 pont)
1+ cosa \/1+cos2a
=2 2
e
= Q‘COS%‘ + 2| cosal =2 <‘cos%‘ + )2C082%— 1‘) (1 pont)

Jeloljiik a cos 5-t z-szel. A bizonyitand6 egyenl6tlenség igy alakul:
2 (|| + (22 —1]) > V2, béarmely z € [—1, 1] esetén. (1 pont)

Tekintsiik az f: [-1,+1] — R, f(z) = |z| + |22? — 1] fiiggvényt.

Haz € [—1, _«;) U (Vg,ﬂ}, akkor |z| > 2, tehat f(z) = |a| +[22? — 1| > *2. (1 pont)
Ha x € [—*/75,0}, akkor f(z) = —2x? —x+1. Mivel —% =-1¢ [—\/75,0}, az f fiiggvénynek a
minimuma a (—‘g)—ben vagy a 0-ban van. f(—‘/Ti) = */75, f(0) = 1. Tehat f(x) > ‘/75, barmely
T c [—‘/75,0} esetén.

Hasonloan kapjuk, hogy f(z) > \/75, barmely x € [O, \/Tﬂ esetén. (1 pont)

Tehat |1+ 2| + |1+ 2% > V2.
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