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VII. osztaly

1. feladat (10 pont). a) Igazold, hogy (v/2023 —1)(1/2022 —2)(/2021—3)-- - -- (v/1-2023) < 0.

b)

Faluvégi Melania, Zilah

Hatarozd meg az Gsszes a, b, ¢ és d nem nulla egész szamot, tudva, hogy paronként relativ

b
primek és % + -+ € d. Dr. Bencze Mihdly, Brasso
c a

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

a)

A szorzat mindegyik tényezéje /2024 — n—n alaki, ahol 1 < n < 2023, és n természetes szam.
Mivel a szorzat elGjele a pozitiv, illetve negativ tényezsk szamatol fligg, 0sszeszamoljuk, hogy
hany negativ tényezd van. (1 pont)
A kovetkezd atalakitasokat végezziik: /2024 —n —n < 0 <= n > /2024 —n, ahonnan
n?>2024 —n < n*+n>2024 < n(n+1)>2024 < n > 45. (1 pont)
A szorzat 2023 tényezG6t tartalmaz, ebbdl 44 pozitiv, a tobbi pedig negativ, igy 2023—44 = 1979,
azaz paratlan sok negativ tényezé van, tehat a szorzat negativ. (1 pont)

Az § + IE’ + £ = d Osszefliggés bal oldali tagjait kézos nevezére hozva, majd osszeadva az alabbi
egyenlGséghez jutunk:
a’c + ab® + bc?
abc

=d.

(1 pont)
Ez az ardnypéarok alaptulajdonsagat felhasznalva a kovetkez6 modon alakithato at:

a’c+ ab® + bc? = abed <= bc® = abed — a*c — ab® <= bc® = a(bed — ac — b?).

(1 pont)
Mivel a jobb oldal oszthat6 a-val, ezért a-nak a bal oldalt, azaz bc*-et is osztania kell.

(1 pont)
De (a,b) = 1, ezért a|c?, viszont (a,c) =1, igy a € {—1;1}. (1 pont)
Teljesen hasonlo atalakitasok alapjan bla®c és clab?, de (a,b) = 1, (b,c) = 1, ill. (c,a) =1
feltételek miatt a, b, c, € {—1,1}. (1 pont)

A kapott értékeket az eredeti 6sszefiiggésbe helyettesitve a kovetkezd nyolc szamnégyest kapjuk:

(a,b,c,d) € {(1,1,1,3); (1,1,-1,—1); (1,—1,1,—1); (=1,1,1, —=1);
(1,—-1,—1,—1); (=1,1,—-1,—1); (=1,—1,1,-1); (-1,-1,—1,3)}. (1 pont)
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V. OMMO - orszagos szakasz, Arad - VII. osztély

2. feladat (10 pont). Oldd meg az egész szamok halmazéan a 4zy — 12z + 5y = 2023 egyenletet!
Papp Ilonka, Brasso

Elsd megoldds. Hivatalbol (1 pont)
Kifejezziik az egyenletbdl az y ismeretlent az x segitségével. Ekkor
12042023
YT Tt
(1 pont)
Mivel y € Z, ezért %fg% is egész kell legyen. Ez pontosan akkor teljesiil, ha (4z+5) | (122 +2023).
(1 pont)
De (4z +5) | (4z +5), ezért (4o +5) | [(12x + 2023) — 3 - (4= + 5)], azaz (4o + 5) | 2008. (3 pont)
Mivel 42 + 5 paratlan egész szam, és (4x + 5) | 2008, ezért 4o + 5 € {£1; £251}. (1 pont)
Ha 4z +5 =1, akkor z = —1, és y = 2011. (0,5 pont)
Ha 42 4+ 5= —1, akkor z = —32 ¢ Z. (0,5 pont)
Ha 4x + 5 = 251, akkor z = % ¢ 7. (0,5 pont)
Ha 4x + 5 = —251, akkor x = —64, és y = —5. (0,5 pont)
Tehat (z,y) € {(—1,2011); (—64, —5)}. (1 pont)
[
Masodik megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Az egyenlet mindkét oldalabol kivonva 15-6t, az alabbi ekvivalens atalakitédsokat végezhetjiik:

dzy — 122 + 5y — 15 = 2023 — 15 <= 4z(y — 3) + 5(y — 3) = 2008 <= (4z + 5)(y — 3) = 2008.

(3 pont)
A 2008 egész osztoi: +£1, +2, +£4, +8, £251, +£502, £1004, £2008. (2 pont)
Figyelembe véve, hogy y — 3 € Z, és 4z + 5 paratlan egész szam, (1 pont)
a kovetkezd esetek lehetségesek:
Ha 4z +5=1ésy — 3 =2008, akkor z = —1 és y = 2011. (0,5 pont)
Ha 4z +5 = —1 és y — 3 = —2008, akkor z = —2 ¢ Z és y = —2005. (0,5 pont)
Ha 42 +5=251 ¢sy —3 =38, akkor x = 122 ¢ Z és y = 11. (0,5 pont)
Ha 4x +5 = —251 és y — 3 = —8, akkor z = —64 és y = —5. (0,5 pont)
Tehat (x,y) € {(—1,2011); (—64, —5)}. (1 pont)
[
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3. feladat (10 pont). Egy O kozépponttu kér AB hurjanak B pontjaban érintét hizunk a kérhoz. A
kor C'D atmérgjének tartoegyenese M pontban metszi a B-ben huzott érint6t (M # B), valamint N
pontban az AB hir tartéegyenesét. Bizonyitsd be, hogy C'D akkor és csak akkor merdleges O A-ra,
ha BM = M N. Ziakdny Monika, Nagybdnya

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

M

[. El6szor bizonyitsuk, hogy ha CD 1 OA, akkor BM = MN.
Ha CD L OA, akkor ONA + OAN = 90°. (1 pont)

Ugyanakkor ONA=BNM (csticsszogek) és OAN = OBN (AOBA egyenls szara). (1 pont)

Ez utébbi két Osszefiiggést behelyettesitve az ONA + OAN = 90° Osszefiiggésbe kapjuk, hogy
BNM + OBN = 90°. (1 pont)

Ugyanakkor OBN+NBM = 90° (OB L BM), igy MBN = MNB, tehat MB = MN. (1 pont)

I1. Bizonyitsuk, hogy ha BM = M N, akkor CD 1 OA.

Az M BN, egyenl§ széaru, ezért MBN = MNB. (1 pont)
Ugyanakkor MNB = m, hiszen cstcsszogek. (1 pont)

A fenti két osszefuggesbol kovetkezik, hogy MBN = ANO de MBN + OBN = 90°, ez pedig
azt jelenti, hogy OBN és ANO egymas potszogei, azaz OBN + ANO = 90°. (1 pont)

Mivel OA és OB sugarak a korben, OABA egyenld szaru, tehat OBA = OAB. (1 pont)
A fentiekbdl kovetkezik, hogy OAN+ONA = 90°, igy az AON derékszogt kell legyen. (1 pont)

Vagyis a C'D atmérs merdleges az AO sugarra.
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4. feladat (10 pont). Egy kosarban négy fajta alma van, amelyek szama Osszesen 50-nél tobb. Tud-
juk, hogy barhogyan valasztunk ki a kosarboél 50 almat, a kivalasztottak kozott mindig van mind a
négy fajtabol. Legtobb hany alma lehet a koséarban? Csdszar Sandor, Csikszereda

Megoldds. Hivatalbol (1 pont)

Ha a kosarban pontosan 50 alma lenne, mivel mindegyik fajtabol legalabb 1 — 1 alméanak lennie
kell, ezért az egyik fajtabol legfeljebb 47 darab lehet (47 4+ 1+ 1+ 1 = 50). (1 pont)

Azonban tébb, mint 50 alma van, ezért valamelyik fajtabol legalabb 1 darabbal tobbnek kell
lennie. Belathato, hogy sem 51 = 1+ 1+ 2447, sem 51 = 1+ 1 + 1 4 48 alma nem lehet, hiszen
ekkor kivalaszthato 50 darab gy, hogy csak harom fajta alma legyen. (1 pont)

A fentiekbdl kovetkezik, hogy mindegyik fajta almabol legalabb 2 darab van, és mivel legalabb
51 alma van, igy 51 = 2 4+ 2 + 2 + 45 almanak lennie kell. Ugyanakkor azt is belattuk, hogy lehet a
kosarban pontosan 51 darab alma. (1 pont)

Ha 52 alma lenne, az 52 =2 + 2 + 2 446 és 52 = 2 + 2 + 3 + 45 esetekbdl arra a megallapitasra
jutunk, hogy mindegyik fajtabol legalabb 3 darabnak kell lennie, és 52 = 3 + 3 4+ 3 4+ 43 miatt lehet
52 alma a kosarban. (1 pont)

Teljesen hasonldé moédon beldthato, hogy a kosarban levd almék fajtak szerinti megoszlésa a ko-
vetkezG6 lehet: 53 darab alma esetén 53 = 4 + 4 4+ 4 + 41, 54 darab alma esetén 54 =5+ 5 + 5 + 39,
55 darab alma esetén 55 =6+ 6+ 6 + 37, ..., 59 darab alma esetén 59 = 10 + 10+ 10+ 29, ...,
65 darab alma esetén 65 = 16 + 16 + 16 + 17. (1 pont)

Viszont 66 vagy annal tobb alma esetén nem lehetséges a helyes kivalasztas, mert ha a kosar-
ban levé almak fajtdk szerinti megoszlédsa a < b < ¢ < d, akkor a feladat feltételeinek megfeleld
kivalasztashoz teljesiilnie kell a b + ¢ + d < 49 egyenlStlenségnek. A legnagyobb ilyen darabszamok

a=b=c=16¢ésd=17. (3 pont)
Tehat a kosarban legtébb 65 alma lehet. (1 pont)
|
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